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ポアソン過程よりみた クロマト分離の移動単位数
田 中 久弥， ) 11崎 博幸， 山 本 辰美
緒 言
前報3)では， クロマトグラムの成分間での溶出時間差の分布を代表するものとして， それぞ、れの成
分の溶出時間分布密度の特性値を 用いて分離度 を定義した。 この分離度と分散比から任意の時間での
分離効率が得られるがこれを左右する因子については， 従来のRsにたいするカラム理論段数の1/ 2乗
因子があるにすぎない。
クロマトグラムの従来の理論段的 な取扱いでは， J. Kingllはじめ多くの研究者が指摘するように，
カラムからの溶出量uのときに着目成分が入り口から1番目の段の移動相にある確率関数として， 入
り口段に供給きれた原 料濃度にたいする その移動相濃度の比が ( i - 1 ) 段の それとの物質収支式の
関係で記述きれる。 この微分階差方程式と初期条件は， パラメータが固定相と移動相が平衡にある そ
の成分にたいする各段 両相容積の逆数である Poisson 過程の それらに対応するものである。 いま， 溶
出量uをj容出時間 tに変換すると， 移動相濃度c (i， t)の方程式は次式のように
dc;/d t=甲 (Ci-l-Ci) (1) 
ノfラメータザがq/(Vu+ KV L)， ここでqは流量， V U， VLは移動相， 固定相の それぞれ容積， Kは
分配係数を表す， となり， i段自体は平衡段であり， ふたつの相での速度過程には基本的 に無関係と
みられる。 この段理論では負荷をF としたとき， 初期条件
c (O， O)=F /(Vu十 K VL)
を 用いた上式の Poi sson 分布型の解
c ( i， t) / c ( 0 ，  0 ) = exp (一甲 t)・(マ t) i / i ! (2) 
では引の平均および分散がいずれも1となる場合について， パラメータザと理論段数 iが関係 付け
られる。
本論文では， 移動相， 固定相での有限な速さの速度過程の代表時間口の逆数を P oisson 過程のパラ
メータとして， 移動相通過時間んと その間における 両相での迷走回数 nの確率関数をつぎのように
求めた。
通過時間L1 tに一回迷走する確率 P(1，L1 t)を
P(1，L1 t)=L1 t/τR 
τ' QO 
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とし， 二回以 上迷走する確率を(L1t)2の大きさとする。 それより， 一回も迷走しない確率P( O，L1t)は
P( O，L1t)=l-(L1tjτR)-Ü(L1t)2 
とおける。 ここで ， 通過時間t+ L1 tでn回の迷走をする確率P(n，t+L1t)は
P(n， t+L1t)二 P(l，L1t)P(n-l， t)+ P( O， L1t)P(n， t) (3) 
であるから， L1 t→O として， Ü(L1t)2 を無視小とすれば ， Poi sson 過程 P(n，t)に 関する次の微分階
差方程式をうる。
d P(η， t) j d t = x [P ( n - 1 ，  t) - P (η， t)] (4) 
初期条件: P(n， O)=l， n = O  
= 0， n> O 
(5) 
のもとに， 得られる解は Poi sson 型確率関数である。
P(η， t) = ( x t ) n • exp ( - x t ) jη! (6) 
ここで ， x= 1 /ηで ， 速度パラメータである。
いま ， 時間 として移動相通過時間tcを考えると， 回数nの平均navはtcf'R' さらに分散内2も
ん/rR となるので ， nの分布はひとつの因子で代 表されることがわかる。 これは従来の異相接触物質
移動装置での移動単位数に対応するものである。
この移動単位数を実験的に その成分のクロマトグラムから求めるため， 溶出時間 分布密度f(t)の
平均値むと分散σ2で次のように表す。
平均溶出時間むと 移動相通
過時間tcの差の大きさは
(tE-tc)-nav'R 
FIG.1 RI OUTPUT V(t} BD SYSTEM 
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となる。 したがって， 両辺を等置する定数Eを， その分布の分散が平均値navに一致するように， 次
のように
�= 1/ 4とおくと，
nav= �(tE-tC)2/ a2 (7) 
nav= (tE-tc)2/ 4a2 
となり， 移動単位数はんとf(t)の特性値tE• a2で表すことができる。 分離度に関係する パラメー
タとしては定数を外した次式のNを移動単位数とする。
N三(tE-tC)2/ σ2 (8) 
P oisson 過程からこのように 1， 2各成分の移動単位数が表せれ ば， 前報で定義した分離度
(tE1-tE2)/ ;r;;:耳石可 (9) 
は次式のように その1/ 2乗と分散比s=( σ22/ σ12)で決まることがわかる。
(tE1-tE2)/ �工三可= j百万百+s ) - jN 2S / ( 1  + S ) 
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BDと略す を用いたブランク実験を併行した。 さらに， カラムを外した流通実験て、同様の濃度ピ
ークを検出して溶出時間 分布についての端効果の補正を行ったc 実験条件はカラム長さで10， 15 ， 20 
cm， 流量で0.8 ， 1 .0， 1 .2 ml./m in， PEG分子量で公称値4 00， 8 00， 1000， 2000， 4 000でいずれも濃
度が 0.1 wt% である。 なお ì容離液には蒸留水をもちいた。
2 ) クロマトクラムから移動単位数の計算 R 1検出器の濃度に比例した出力電圧V(t)のピー
ク から， 溶出時間 の分布密度1(t)， その平均んと分散σ2を それぞれ次 式で求めた。
1 (t)二v(t)汀v(t )dt (11) 
t E = f tj ( t ) d t (12) 
FIG.3 RI OUTPUT V(t) PEG1(泊o SYSTEM 
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σ2二f( t -t ，y 1 ( t ) d t (13) 
Fig.1には移動相通過時間んの
計算に用いた BDのクロマトグラ
ムの一例を示した。 左側のピーク
はカラムを外して その入口と出Ll
のパイプを直結した場合の結果で
ある。 このふたつのピークより
Eq. (11)で両者の溶出時間 分布密度
2 
。
。 切 1切 240 320 
T (SEC) 
1 (t ) BDを求め ， Eq. (12)の各平均
値 をtHBD， t五OBDとして， 移動相通過時間 tcを次 式で計算した。
tc= tHBD-tEOBD 
) amせl ( 
Fig.2には， 得られたんを空塔速度Uoによるみ かけ通過時間 tcA(=L/uo)にたいして点綴した。
ふたつの通過時聞は良好な直線関係を示しており， 移動相である粒子外空隙部の容積率 外部空|涼率
σ をこの勾配 から求めることができた。 その結果 αは0.3 60となった。
1 ， 2 成分ìl!:.合系のクロマトグラムは各成分単独の溶出時間分布密度li(t) ここでi二 1 ， 2 がわ
かれは" R 1検出器の濃度にたいする加成性により ωzを各成分の組成分率とすれは \つぎのんダ(t ) 
をもちいて得られる。
1 M(t)二ωJl(t)十ω2/2( t ) 
ま た， f手j報の分離度も各成分のli(t) の平均んと分散ポで定義しており， 以下で述べる1(t) は
単独成分について得られたものである。 各成分の平均んはんにたいするEq.(1必と同様 それぞれの
ふたつのピークの1(t) からEq.(12)で得られるんi， tEOi の差として求めた。
tE二tEi-tEOi 
F ig.3 にはこの計算に用いた PEG-lOOO のクロマトグラムを一例として示した。
成分 PEGの平均溶出時間 をあら わすむと BDのように 回定相のゲルに全 く浸透しない成分の そ
れ， すなわちんとは回定相の各成分の有効容積率をβzとすれば
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tE-tC=tc( 1 -a ) β ;/ α と な り ，
( 1 - a ) β J α 三(J;と お け ば
tE= tc( l 十(J;) 
で あ る から ， 勾 配 ( 1 +(J;) の 直 線
関係 に あ る こ と がわ か る 。
Fig.4 に は 6 種 類 の 分 子 量 の
PEG の 平 均 溶 出 時 間 tEを tcに
た い し て 点綴し た 。 図 よ り 明 ら か
な よ うに 全範囲 で良好な 直線関係
が 得ら れ てお り ， 分子量の 増加 と
と も に 勾 配が減少 し て い る こ と が
わ か る 。 外部空隙率 α は 分子 量 に
一定 と み ら れ， 固 定相 の 有効容積
率 β tが 小 さ く な っ て い る こ と が
わ か る 。 勾 配 よ り 得ら れ た β zの
値 は 分 子 量 の 小 さ い ほうか ら ，
0 .597， 0 . 475， 0 . 354， 0 . 181 ， 
0 . 0754， 0 . 0238 で あ る 。
成分 PEG の 溶 出 時聞の 分散 σ2
に つ い て も ， そ れ ぞれ ふた つ の ピ
ー ク の f(t) か ら Eq. ( 13 ) で得 られ
る (12 ;お よ び (12 0;か ら
(12ニσ2;_(120; ( 1カ
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と し て 求め た 。
吸着 ク ロ マ ト グ ラ フ ィ ー の移動相 と 固 定相 に た い す る 物質収支の 基礎式 の ラ プ ラ ス 変換解か ら 導か
れ た 平均値 の ま わ り の 2 次 モ ー メ ン ト と し て の分散ポは 次式 の よ うに 表せ る 。 2 )
σ2 = 2tC[ (  td;f(J /15 )+ (tc/Pe ) ( 1  + (J ) 2] ( 18 )  
こ こ で tdi f=R 2β / D E' P e =uL/E 
で あ る 。 tdi fは 半径 R の球状 ゲ ル 内 部 に お け る 拡散過程の 代表 時 間 で， D Eは そ の拡散係数 で あ る 。
ま た E は 移動相 での カ ラ ム 長 さ 方 向 の分散係数 で， Pe 数 は こ の分散の 代表時間 と んと の比であ る 。
分散係数 E が空隙速度uに 比例す る と す れ ば， ポ/tcと l /u と は 直線関係で結ぼれ る こ と に な り 切片
よ り tdi fが求め ら れ る 。
うえ で述べ た Eq.仰の 関係 を Eq. (8) の移動単位数 の 関 係 に 変形す る 。 Eq. ( 15 ) よ り
で あ る か ら ， 次式が得 ら れ る 。
tc(J= tE-tc 
Fhu 。。
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(tE-tC)2/σ2= tC/ 2[( tdif/15B) + (1十δ )勺ι/Peδ 2] (19) 
右辺のかっこ内のはじめの項はゲル内部の， また第二項は上で述べたPe数の内容より移動相でのそ
れぞれ移動過程の速度ノぐラメータに対応していることがわかる。
Fig. 5にはEq.(8)の移動単位数を tcにたいして点綴した。 図中の実線は原点を通る代表線をあら
わしており， 分子量の小さいほうからその勾配， したがってPoisson 過程の速度ノfラメータ とその 標
準誤差は0.593(0.0426)， 0.180(0.00593)， 0.0862(0.00364)， 0.0220(0.000636)， 0.00449(0.000156) 
となる。 これらの結果から， 直線性も比較的良好でありEq.(19)の右辺括弧内で初項の効果が著しし
固定相での速度過程の早い遅いにより移動単位数が左右 されていることが伺われる。
Fig. 6には， 以上のようにして
求めたそれぞれの成分の移動単位
数の1/ 2乗の差をとり，分離度をそ
れにたいして点縦した。Eq.(10)で
は， 分散比s二1.0の場合， 勾配
0.707の直線関係 をあたえるが， こ
こでは5= 1.0士0.20の範囲 のデ
ータについて原点、をとおる代表線
を決めた結果， 勾配は 0.675 (標
準誤差 0.0141) となった。
IFJG.6 CORRELATIONS OF MD.Rs WITH saRT(問
MD.Rs {ー)
分離度にたいして， 移動単位数
の 1/ 2乗の差がそれを左右 するひ
4 
3 
2 
。
。 2 3 
とつの因子とみられるが，制時 し-- m(N) (-) 
聞の分布からみれば， 移動本11通過
4 
時間まわりの溶出時間の分布!((t-tc)/W )では， 平均値が (t {o 人)/W， 分散が 1になるので，
その差の分布!(((tj-tc)/ム三 )-( ( t 2 -t C ) / ;;;22) )では-'-附が ((trj-tC)/R)-((tE2-tC)/ん三， 分散が 2になることから， 移動単位数の1/ 2来凶チの差はこの分布の代表値でもあることになる。
結 論
前報 で定義した分離度を左右 する凶子として従来の平衡論的な珂論段数にかわる速度論的な移動単
位数を， 固定中H， 移動相における迷走現象をPoisson 過程としてその速度ノfラメータ 1/ηより移動
相 通過時間んでの迷走[旦l数 tcl TRとして定義した。
公干;{J�分子量200ないし 4000のPEGをもちいたゲル清過のクロマトグラムから得られる溶出時間分布
密度!(t)について端効果を補正した特性値 tF;， σ2とBD で測定した通過時間を用いてEq.(8)で算
出した移動単位数Nは移動相 通過時間んにたいして原点を通る直線関係 で表され， その勾配より分子
量に関係 する固定相 内の移動過程の速度ノぐラメータ が見いだ された。
分離度はEq.(10)のように， 移動単位数Nの1/ 2采凶了と分散比 で表されるが， 1/ 2乗因子の差を， 分
散で基準化した通過時間んまわりの溶出時間分布の差の代表 値として分離度との対応をみた結果， 分
散比 1 を中心に比較的ひろい範囲にまたがる良好な相 関式が得られた。
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Nomencluture 
c concentratlOn [wt. %] 
m F injection volume 
f ( t) : elution time density function 
[l /sec] 
[一]
[-] 
[cm] 
[-] 
[-] 
z stage 
K partition coef. 
L column length 
N number of transfer unit 
η degree of migration 
P ( n， t) : probability mass function 
[-] 
q volumetric flow rate [ml /sec] 
[一]
[-] 
[sec] 
[cm /sec] 
[ml] 
[-] 
R s: degree of separation 
s vanance ratlO 
t elution time 
u interstitial velocity 
V phase volume 
α external void fraction 
ß gel effective internal volume 
fraction 
y fraction of composition 
; constant 
x rate parameter [l /sec] 
r R: characteristic time of migration [sec] 
[-] 
[-] 
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Number of Transfer Unit in Chromatograghic Separation 
as an Poisson Process 
Tanaka， H.， Kawasaki， H.， Yamamoto， T. 
As a separation determining factor， the number of transfer unit N of chromatographic 
column was derived from an Poisson migration process of rate parameter 1( = 1/， R at moving 
phase convection time tc・ It was obtained from the elution time distribution density function 
f( t) with the mean tE and variance σ2 for each component as ( t  E -t C)2  /σ2 Calibrating the 
end effects of observed tc， tE and (J2 of PEG system， the NTU could be plotted against tc on 
several straight lines being determined by molecular weight . The degree of separation previ­
ously defined by ( tE1 -tE2)/SQRT(σ21+ σ22) was linearly depended on the differences of square 
root N. 
〔英文和訳〕
ポアソン過程よりみた クロマト分離の移動単位数
田中 久弥， 川崎 博幸， 山本 辰美
クロマト操作の分離を左右 する因子として， カラム内の迷走現象を移動相 通過時間 tc における速
度パラメータ1( = 1/ 'RのPoisson過程から移動単位数を導いた。 これは平均がら， 分散 が σ2の溶出
時 聞の分布密度から( tE- tC)2/(J2として算出される。PEG系で端効果を補正した tc， むとσ2より，
その移動単位数はんにたいしてそれぞれ分子 量で決まる直線関係で表 される。 既 に， ( tE1-tE2)/ 
SQRT( σ12+ σ22)で定義した分離度は移動単位数Nの1/ 2乗の差に線形的な依存関係を示す。
88 -
